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要 旨 
我が国における地図投影関連の書物において，横

Mercator 図法及び Gauß-Krüger 図法は，“大体同じよ

うなもの”というニュアンスでの記述が大勢を占め

ている．こうした誤解が生ずる背景としては，『ユニ

バーサル横メルカトル（UTM）』という業界用語の存

在も少なからず遠因となっているかもしれない． 
親切な書物には「厳密には Gauß-Krüger 図法」と

いう記述も認められるが，そもそも横 Mercator 図法

なる投影法が“決して真球ではなく扁平な”地球に

対する地図投影法として存在する意義があるのか否

かについて考察を試みる． 
 
1. はじめに 
横 Mercator（以下「TM」という．）図法は，Johann 

Heinrich Lambert が考案し 1772 年に発表した地図投

影法である（Lambert, 1772）．Lambert がこの図法を

発表した時点においては，既に人類は地球が真球よ

りも南北方向に扁平な回転楕円体にむしろ近いこと

を認識しており（1730 年代から 1740 年代にかけて

のフランス Académie des sciences による測地遠征），

Lambert（1772）においても正角円錐図法については

真球に加え回転楕円体に対する投影変換式も導出さ

れているが，TM 図法はあくまでも地球が回転楕円

体ではなく真球であることを想定している． 
通常，中・大縮尺の地図投影においては地球の扁

平率を考慮することは必須である一方で，十分小さ

な縮尺の場合には地球を真球とみなしても差し支え

ないということが定説とされているが，本稿では，

全地球表面に対する投影を想定する小縮尺図につい

て TM・Gauß-Krüger（以下「GK」という．）両図法

の描像を示した上で，両者は全く似て非なるもので

あり，結果として TM 図法をあらゆる縮尺において

我々が暮らす現実の地球に適用することが無意味で

あるという事実を再確認したい． 
 
2. TM 図法について 

TM 図法は，地球を真球とみなした上で，通常の

Mercator 図法で赤道に接するように投影する円筒を

設定する代わりに，着目する任意の子午線に接する

ように円筒を横倒しした上で正角投影（等角写像）

を行う図法である．通常の Mercator 図法では，北極

及び南極は新たに設定した緯度変数（等長緯度）が

無限大となるため描画不可能となるが，TM 図法の

場合は中央子午線を本初子午線に設定した場合，い

わゆる東極（北緯 0°，東経 90°）及び西極（北緯 0°，
西経 90°）の地点は同様に描画不可能となる． 
図-1 は，前述した状況の下での TM 図法による投

影図を示したものである．南米西方沖の赤道直下に

点在する Galápagos 諸島に属し，西極点から約 30 数

km 付近に位置する Genovesa 島は図-1 には既に描画

されておらず，画郭から左側へ大幅に外れ，面積に

して数万倍に拡大されて投影されることとなる． 
 

 
図-1 地球を真球とみなし，中央子午線を本初子午線に設

定した TM 図法による投影図．いわゆる“東極”及

び“西極”は描画不可能である． Wikimedia 
Commons のコンテンツから抜粋． 

 
通常の Mercator 図法が，画郭がおおむね正方形と

なるよう北緯及び南緯 gd  rad ≅ 85.05°  付近 1 で

描画を打ち切っているのと同様に，図-1 では赤道上

の東経及び西経 (90 ∓ 5)°  付近で描画を打ち切っ

て表示している．打切地点付近における投影の線拡

大率は sec(gd ) = cosh ≅ 11.59  程度でさほど大

したことはないと言えなくもないが，これ以降，線

拡大率は無限大へと急激に増大していく運命にある． 

1 gd ≝ ∫ d
は Gudermann 関数． 
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3. GK 図法について 
GK 図法は，地球を有限の扁平率 （GRS80 地球

楕円体の場合 1 298.257 222 101⁄ ）を有する扁球で

あるとみなして，設定する中央子午線の子午線弧長

を緯度変化に対し正しく追随反映しつつ正角投影を

行う図法である（TM 図法で用いた投影する対象と

なる横倒しの円筒は，より一般的に楕円筒となる）．

図-2 に示すように，GK 図法により投影した場合，

全地球表面が有限領域に投影され，TM 図法では描

画することが事実上困難な Galápagos 諸島も画面左

やや下に漏れなく描画できていることが確認できる． 
 

 
図-2 中央子午線を本初子午線に設定した GK 図法によ

る投影図．“東極”及び“西極”を含めた全地球表

面を投影可能である．Wikimedia Commons のコン

テンツから抜粋し一部加工． 

 

筆者が知る限りにおいて，地球楕円体表面全体を

対象とした GK 図法による投影図を示した最も古い

文献は Ludwig（1943）であると認識しており，König 
and Weise（1951）においても当該文献が引用されて

いることを確認している（90 頁，図 18 周辺）が，

本稿においては，より簡潔明解に記述が整理された

Lee（1976）の内容に専ら依拠して論述している． 

図-2 から見て取れるとおり，GK 図法は途中で赤

道の断裂が生じ，以降赤道は曲線表示されることと

なるが，具体的な赤道断裂の開始位置は，GRS80 地

球楕円体の第一離心率を = (2 − )  とすると

東経及び西経  ( ∓ )⁄  rad ≅ 82.64° or 97.36° 
付近となる．また，投影の線拡大率は前述の赤道断

裂の地点で ⁄ ≅ 12.22 となり，最大値でも東極及

び西極の極点でおよそ .   に留まる．さらに，

GK 図法は全体として縦横比おおむね 1 ∶ 1.3  の画

郭に完全に収まる．すなわち，図-2 において表示さ

れている桃色線分の縦横比がおおむね ∶ .   と
なるわけである．ちなみに，図-2 の黄色線分の縦横

比はおおむね ∶ .  程度と算出され，図-2 の描画

は決して誇大矮小やデフォルメなどではなく，図-1
との違いを明確に表現している． 
これら緑色に着色した，図-2 の特徴を如実に示す

具体的数値の導出の詳細について，次節以降におい

て順次示していく． 
 
3.1 Jacobi の楕円関数及び楕円積分 
 本節では，以後の計算に用いる Jacobi の楕円関数

及び楕円積分について事前準備として一通り整理し

ておく．詳細については，Abramowitz and Stegun
（1964）の 16 章及び 17 章を参照されたい． 

 
3.1.1 振幅関数 (amplitude) 
  を定数とする  の関数 ( , ) が 
 

( , ) = d
√1 − sin  

 
のように表されるとき，   の逆関数を = am =am( , ) とおいて，  を振幅関数（amplitude）とい

う．今の場合，  は地球楕円体における地理（測地）

緯度，  は地球楕円体の第一離心率に相当する． 
 
3.1.2 sn, cn, dn 関数及び派生する関数 
前節で示された = am( , )  の関係の下で，   

を母数とする sn , cn , dn   なる関数がそれぞれ

次のように定義される： sn = sn( , ) ≝ sin , cn = cn( , ) ≝ cos , 
dn = dn( , ) ≝ 1 − sin . 

 また， ns ≝ 1 sn⁄ ,  nc ≝ 1 cn⁄ ,  nd ≝ 1 dn⁄ , sn ≝ sn( , ) ,  cn ≝ cn( , ) ,  dn ≝ dn( , ) 

などが定義される． = √1 −   を補母数と称し，

今の場合，  は地球楕円体の第二離心率に相当する． 
さらに，p, q, r を s, c, d, n のいずれかの文字とす

るとき，表記法として pq ≝ pr qr⁄  と約束する． 
 
3.1.3 楕円積分及び Jacobi の epsilon 関数 ( , ) ≝ ( , )  を第 1 種楕円積分（Legendre-
Jacobi の標準形）といい， = ( ) ≝ ( 2⁄ , ) を
第 1 種完全楕円積分という．また， 
 

( , ) ≝ 1 − sin d  

 
を第 2 種楕円積分といい， ( , ) を = am  の
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関係を踏まえ  の関数と見立てたもの： 
 ℇ( ) = en = en( , ) ≝ (am , ) 

ℇ( ) = dn ( , ) d = 1 −1 − d  

 
を Jacobi の epsilon 関数という．定義から明らかなよ

うにこの関数は奇関数であり，純虚数 i   を引数と

する関数値は 
 en(i ) = i( − en + sc dn ) = − en(−i ) 
 
と表され，関数値自体も純虚数となることに留意し

ておく（Abramowitz and Stegun, 1964; 17.4.10）．さら

に， = ( ) ≝ ( 2⁄ , ) = en( , ) を第 2 種完全

楕円積分という． 
加えて，補母数に対する第 1 種及び第 2 種の完全

楕円積分について， 
 ′or = ′( ) or ′( ) ≝ ( ′) or ( ′) 
 
と定義する．一般に + − = 2⁄   なる

関係（Legendre の関係式）が成り立つほか，母数  
が GRS80 地球楕円体の第一離心率である場合，第 1
種及び第 2 種の完全楕円積分はおおむね 
 ≅ 1.5734, . ≅ 1.5682, , ≅ 3.8944, , ≅ 1.0114 
 
と算出される．なお， 
 

( ; , ) ≝ d
(1 − sin )√1 − sin  

 
を第 3 種楕円積分といい，一般の楕円積分は以上に

示した三種類の楕円積分で表わされる． 
 
3.2 Mercator 座標から GK 投影に至る写像過程 

GK 投影は，中央子午線における子午線弧長を緯

度変化に対し正しく反映した等角写像として定義さ

れる．この定義に従い，3.1 で紹介した Jacobi 楕円関

数を用いて = am  の関係を認識しつつ，通常の

Mercator 投影において導入される新たな緯度変数

（等長緯度）から出発して写像過程を整理する． 
 
3.2.1 等長緯度  ( )  及び子午線弧長  ( )  の

Jacobi 楕円関数による表現 
  を地球楕円体の長半径とし，  及び  をそ

れぞれ地理（測地）緯度  (0 ≤ ≤ ) における子

午線曲率半径及び卯酉線曲率半径とするとき，等長

緯度 ( ) を求める式： 
 

( ) ≝ dcos = (1 − )d(1 − sin ) cos  

= tanh (sin ) − tanh ( sin ) = (1 − ) ( ; , 1) 
 
及び赤道から地理（測地）緯度  に至る子午線弧長 ( ) を求める式： 
 

( ) ≝ d = (1 − )d(1 − sin ) ⁄  

= (1 − ) ( ; , ) 
 
において， = am   (0 ≤ ≤ )  にて積分変数を

変数変換すると，d = dn d  に留意しつつ，それ

ぞれ次に掲げる式を得ることとなる： 
 

= (1 − )dcn dn  

= tanh (sn ) − tanh ( sn ) , 
= (1 − )ddn = { − en( − )}. 

 
3.2.2 Jacobi 楕円関数を用いた GK 図法導出の概要 
前述した準備を踏まえ，GK 図法をつかさどる投

影変換式は，おおむね次の手順により得られる： 
① 地球楕円体から平面へ等角投影した Mercator 座

標 ( , )  から出発し，中間変数 ( )  を媒介と

して，中央子午線上における緯度変数 ( )  と = ( ) との関数関係を（複素平面における実

軸上の局所的関係として）樹立する． 
② 変数   に経度変数   を虚数部として統合した

複素数 = + i  の全複素平面上の定義域へと，

当該関数を（要請する写像が等角写像であること

を踏まえ，正則な複素関数として）解析接続する． 
以降においては，   及び   を複素数に拡張した

際の表記をそれぞれ  = + i   及び  = + i  
とし，中間複素変数   を媒介とした ⟹ ⟹  
の写像変換として GK 投影を取り扱うこととする． 
 
3.3 GK 図法の Jacobi 楕円関数による表現及び特徴

的な各数値の導出 
 3.2.2 において述べた内容に基づき，Mercator 座標

から GK 投影に至る写像過程について，写像をつか

さどる投影変換式も含め図示すると図-3のようにな

る．図-3 の中央に在る  ⟹   に係る地図投影は

“Thompson 投影”と称され，未発表ながら 1945 年

に Edgar Hynes Thompson が考案したとされているも

のである（Lee, 1976）． 
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図-3 中間複素変数  を媒介とした Mercator 座標から GK 投影に至る模式図．Thompson 投影の図は 

 ©2010 Mapthematics LLC. 著作権者の許可を得て利用し一部加工．その他の図は Wikimedia 
 Commons のコンテンツから抜粋し一部加工． 

 
ここで，図-3 の右上象牙色地の囲みに在る，橙色

に着色した cd   なる量は，   から   を経由して 
 に至る投影の線拡大率 ⟹  を 
 

⟹ = 1cos dd = cos cd  

 
として求めるためにあらかじめ導出しているもので

ある． d d⁄   自体は残念ながら   の関数としてあら

わに表現することはできないが，中間複素変数  
の導入により，  の関数として比較的簡単な形式で

表すことができる． 
なお， ⟹  に係る投影変換式の積分が第 2 種完

全楕円積分及び Jacobi の epsilon 関数の差で表され

ることについては，Abramowitz and Stegun（1964）の

16.26.6 及び 17.4.7 を参照されたい． 
以上のようなことに留意しつつ，図-3 に示されて

いる投影図について，特徴的な地点における諸量の

数値を取りまとめたものが図-4 である． 
 

 
図-4 図-3 に示されている投影図について特徴的な地点における諸量の数値を取りまとめた図． 

投影図の出自は図-3 と同様． 
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図-4 左上に在る水色地の囲み中において桃色に着

色した式は 3.2.1 で示した  の積分実行式を複素変

数に拡張したものであるが，この式の実部・虚部へ

の分離については Lee（1976）において巧妙な導出

過程が記されている． 
また，図-4 右下に在る桃色地の赤枠囲みから発す

る赤矢印にて指示した Thompson 投影図の尖端部に

おける各地点は等角写像の特異点であり，この点で

は投影の線拡大率： 
 

⟹ = 1cos dd = |cn dn |(1 − ) cos  

 
が無限大となる．この事実は，当該地点近くに位置

する Indonesia 領 Nias 島が実面積に比べ異常に肥大

して描画されていることからも読み取れる．加えて，

当該特異点から赤道が断裂し，以後曲線表示となっ

ている．このことはすぐ右隣の GK 投影図への変換

時にまで影響を及ぼすこととなり，実際に Thompson
投影図（  複素平面）の特異点に対応する投影地点

からやはり赤道の断裂が生ずるのであるが，GK 投

影図（  複素平面）においては赤道の断裂が始まる

点は写像の特異点とはならない． 
以上を留意しつつ，まず特異点となる点（図-4 中

央上の桃色地の囲みから発する桃色矢印の先端）の 
 複素平面における座標値を求めてみる．当該地点

は赤道上に在るため，上述の ⟹   を表す式のう

ち 1 cos⁄  は 1⁄ （有限値）となる．また図か

ら明らかに = 0 であるが，その上で ⟹  を表

す式の最右辺に存する絶対値を無限大とする   の
値は   であることが容易に分かる（Abramowitz 
and Stegun, 1964; 16.5.7）．そのときの  複素平面に

おける経度変数    の値は，dc 0 = cd 0 = 1  及び sc′ = ∞ に留意しつつ，図-4 水色地囲みから 
 = tan ∞− tan ∞ = ( − )⁄  rad ≅ 82.64° 
 
となることが確かめられる． 
次に，GK 投影図における赤道断裂地点での投影

の線拡大率を求める．当該地点は赤道上に在るため，

⟹  を表す式のうち cos⁄  は 1 となる．今

の場合 = + i = 0 + i  なので， 
 

⟹ = |cd(i )| = ⁄ ≅ 12.22 
 
が得られる（Abramowitz and Stegun, 1964; 16.7.4）． 
同様に，GK 投影図におけるいわゆる東極点での

投影の線拡大率を求める．当該地点は赤道上に在る

ため cos⁄  はやはり 1 となり，対応する等長

緯度   は 0  となる．当該点の   複素平面におけ

る座標値を p + i p とすると，図-3 中央及び図-4 中

央から p = ( 2⁄ , ) =  となり， 
 

⟹ = cd + i p = sn i p = sc p 
 
が得られる（Abramowitz and Stegun, 1964; 16.8.4 及び

16.20.1）． 
p  については sn p = sn = 1  に留意しつつ，

図-4 左上水色地囲みの   の式を参照すれば，図-4
右上薄緑色地囲みの   についての関係式を得る．

ここで = 0,  nd p = 1 dn p⁄  であるから，結局の

ところ非線形方程式： 
 tanh − tanh ( ⁄ ) = 0 
 
を = dn p  について解いた上で p  を求めれば

よい．方程式の求解並びに Jacobi 楕円関数及びその

逆関数の関数値等，数値計算については高精度計算

サイト『keisan』（カシオ計算機株式会社，2008）を

用いた．これにより  = dn p ≅ 0.098 060, p ≅3.2719  が得られ， ⟹   を sn p cn p⁄   の関数値

として計算しても差し支えないが，  から直接的に 
 

⟹ = sc p = sn pcn p = 1 −− ≅ .  

 
のように楕円関数を介さず求めることもできる． 
 さらに，図-2 の桃色線分の縦横比を図-4 右の GK
投影図における東極点の座標値の比として求める．

図-3 の ⟹  の投影変換式： 
 = + i = { − en( − )} 
 
において， = + i p  を代入すると  = −en −i p  となり，3.1.3 で示したように純虚数を引

数とする Jacobi の epsilon 関数（奇関数）の関数値が

やはり純虚数となることから，  の実部・虚部への

分離は容易に実行できる．すなわち， 
 = ≅ 1.5682 , i = en i p = i p − en p + sc p dn p . 
 
が得られ，（『keisan』では en i p  を  及び前述の 

  のみを用いて直接純虚数として算出することも

可能だがいずれにしても）数値計算により最終的に 
 ∶ ≅ 1.5682 ∶ 4.0708 ≅ 1 ∶ 2.596 ≈ ∶ .  
 
が得られる． 
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 最後に，図-2 の黄色線分の縦横比を求める．縦線

分の長さは桃色のそれと等しく，上述から  であ

る．横線分の長さは赤道断裂地点の   座標として

与えられるが，まず  複素平面における  軸上に

対応する   複素平面における   軸上の座標値の

関係を求める． = i  を図-3 の ⟹  の投影変換

式に代入すると = { − en( − i )}  となる．こ

こで Abramowitz and Stegun（1964）の 16.20.1, 16.20.2, 
16.20.3, 17.4.7 及び 17.4.10 を参照すると， 
 = {en(i ) − sn(i ) cd(i )} = i ( − en′ + sc′ dn′ − sc′ nd′ ) = i { − en′ + sc′ nd′ (dn′ − )} = i { − en′ + sc′ nd′ (1 − ′ sn′ − )} = i ( − en′ + ′ sc′ nd′ cn′ ) = i ( − en′ + ′ sn′ cd′ ) = i { − + en′( − )} 
 
と変形でき，  座標（実部）の値が 0 になるという，

投影図中の座標設定上においても至極当然の結果を

得る．   複素平面における赤道断裂地点の   座標

の値は =  であるから，上式に代入すると 
 = + i = 0 + i ( − ) 
 
が得られる．よって求める縦横比は ∶ ( − ) 
であり，3.1.3 で紹介しておいた第 1 種及び第 2 種の

完全楕円積分に係る概算値を用いて 
 ∶ ( − ) ≅ 1.5682 ∶ (3.8944 − 1.0114) ≈ ∶ .  
 
と算出される． 
 以上により，3. 冒頭で示した，緑色に着色した具

体的数値の導出が全て完了した． 
 

4. TM・GK 両図法の比較考察 
図-1 及び図-2 を見比べると一目瞭然であるが，両

者は全く似て非なるものであり，宇宙から見える地

球が我々にとっていかに丸く感じられようとも，地

球楕円体の扁平率を正しく考慮する限りにおいては

全地球表面を投影する手段として TM 図法は全く相

応しくなく，GK 図法が適切であることが分かる． 
十分に小さな縮尺の場合は地球楕円体の扁平率は

考慮するに値しないというのが地図投影の通説であ

り，実際地球表面を広域に投影する通常の Mercator
図法その他の主だった地図投影法では地球形状の違

いは人間の知覚では判別不可能なのであるが，こと

TM・GK 図法に関しては，いかに鈍感な人間の知覚

といえども両者の明確な違いが認識できる． 
 
5. まとめ 
地球が有している扁平率においては，中・大縮尺

ではもちろんのこと，たとえ小縮尺であっても TM
図法と GK 図法との違いは誤魔化すことができない

（中央子午線を本初子午線に設定した場合において，

人様が現に居住している Galápagos 諸島を「無かっ

たこと」にするのは失礼である）ことが確認された． 
したがって，どのような投影縮尺を想定した場合

においても地球を想定した TM 図法は「厳密には GK
図法」なる注釈を免れ得ず，そうであるならば議論・

言及する意義は，ほぼ無いと考えて差し支えない． 
TM 図法は，現在の人類からすれば現実にあり得

ない仮想天体における空想的な数学モデルに過ぎず，

“TM”という単語が登場する意味を見出せるのは，

もはや“UTM”という場面だけかもしれない．少な

くとも当院としては，「TM 図法」という呼称は混乱

の元となるため，「GK 図法」で統一呼称を図ってい

きたいと思料する． 
 

（公開日：令和 6 年 8 月 9 日） 
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